ЭЙЛЕРОВЫ ГРАФЫ.

1. Доказать, что полный комплект домино можно выложить по правилам домино.

2. «Лемма о хороводах». В некоторой компании каждый человек имеет ровно двух друзей. Докажите, что если все друзья возьмутся за руки, то они образуют один или несколько хороводов.

3. В стране больше 101 города. Столица соединена авиалиниями со 100 городами, а каждый город, кроме столицы, соединён ровно с десятью городами (авиалиния действует в обе стороны). Известно, что из любого города можно попасть в любой другой (может быть, с пересадками). Доказать, что можно закрыть половину авиалиний, идущих из столицы, так что возможность попасть из любого города  в любой сохранится.

4. Докажите, что связный граф с 2n нечётными вершинами можно нарисовать, оторвав карандаш от бумаги ровно n–1 раз и не проводя никакое ребро дважды.

5. В стране из каждого города выходит по 3 железные дороги. Две компании хотят их все приватизировать. Антимонопольный комитет требует, чтобы из каждого города выходили дороги обеих компаний. Доказать, что компании могут договориться между собой, чтобы требование Антимонопольного комитета было выполнено.

6. Дан связный граф G с k рёбрами. Доказать, что можно занумеровать рёбра всеми числами 1, 2, …, k так, что для каждой вершины степени не меньшей двух, набор чисел, которыми помечены рёбра из этой вершины, имеет НОД, равный 1.

7. В турнире по футболу, проведённому среди 20 команд из разных городов, каждая команда провела одну встречу дома и не более  двух встреч на выезде. Докажите, что можно было составить расписание игр так, чтобы каждая команда играла не более одной игры в день и весь турнир прошёл бы за три дня.

8. В стране 100 городов, некоторые из которых соединены авиалиниями. Известно, что от любого города можно долететь до любого другого (возможно, с пересадками). Докажите, что можно побывать в каждом городе, совершив не более: а). 198 перелётов;  б). 196 перелётов.

Лемма «о хороводах».

9. На кружке 20 школьникам было предложено 20 задач. Каждый школьник решил две задачи и каждую задачу решили ровно двое из них. Докажите, что можно так организовать разбор задач, чтобы каждый школьник рассказал одну задачу и все задачи были разобраны.

10. По кругу стоят 239 точек двух цветов. Доказать, что найдутся две точки одного цвета, разделенные ровно двумя точками.

11. Имеется 20 бусинок 10-ти цветов, по две бусинки каждого цвета. Их как-то разложили в 10 коробок. Известно, что можно выбрать по бусинке из каждой коробки так, что все цвета будут представлены. Докажите, что число способов такого выбора есть степень двойки.

12. В космическом пространстве летает 2011 астероидов, на каждом из которых сидит астроном, причём все расстояния между астероидами различны. Каждый астроном наблюдает за ближайшим астероидом. Докажите, что за одним из астероидов никто не наблюдает.

13. Некоторая комбинация поворотов граней вывела кубик Рубика из собранного положения. Докажите, что кубик можно снова собрать, повторив эту же комбинацию ещё несколько раз.

14. В стране Оз имеется несколько замков, из каждого из которых ведут три пути. Странствующий рыцарь выехал из своего родового замка и пустился в путешествие по стране. Рыцарь любит разнообразие, поэтому, доезжая до очередного замка, он каждый раз поворачивает налево, если в предыдущий раз повернул направо, и поворачивает направо, если до этого он повернул налево. (Проезжая первый на своем пути замок, рыцарь может повернуть в любую сторону). Докажите, что когда-нибудь рыцарь вернется в свой замок.

15. В некотором городе разрешены только парные обмены квартир. Докажите, что любой сложный обмен квартирами можно осуществить за два дня.

16. Каждый следующий член последовательности есть сумма квадратов цифр предыдущего. Докажите, что последовательность периодична и что в ней наверняка встретится 1 или 89.

17. Доказать, что у чисел арифметической прогрессии a, a+d, a+2d, a+3d, …, a+(n-1)d  встречаются по разу все остатки при делении на n, если a – целое число, d и n – взаимно простые натуральные числа.

18. В бесконечной последовательности натуральных чисел каждое следующее число получается из предыдущего приписыванием в конце одной из цифр, кроме 9. Докажите, что в этой последовательности бесконечное количество составных чисел.

19. В одной большой клетке сидели 38 попугаев. Однажды они передрались, в результате каждый из них выдрал у кого-то другого перо и у всех попугаев оказались поврежденными хвосты. При этом для любых трех попугаев можно указать четвертого, который травмировал одного из них. Хозяин решил пересадить их в три клетки, которые вмещают 16, 16 и 6 попугаев. Докажите, что он  может рассадить попугаев так, чтобы ни один попугай не сидел в одной клетке со своим обидчиком.

20. Клетки шахматной доски 8(8 занумерованы числами от 1 до 32 так, что каждое число встречается дважды. Докажите, что можно выбрать 32 клетки, занумерованные разными числами, так что на каждой вертикали и каждой горизонтали найдется хотя бы по одной выбранной клетке. 

21. Даны натуральное число k и многочлены R(x) и S(x) с целыми коэффициентами. Известно, что при любом целом x число R(S(x)) – x делится на k. Докажите, что число S(R(x)) – x тоже делится на k при любом целом x.

22. N кругов расположены так, что центр каждого из них лежит внутри ровно одного из остальных, и внутри каждого лежит центр ровно одного из остальных. Найдите все числа N, при которых такое возможно. (50, А. Грибалко)
